
第十七章 物理模拟

我们生活在一个物理世界当中，万物的运动都遵循着相应的物理原理．物理现象在我

们身边随处可见，它们多种多样，包括刚体现象、软体现象、流体现象、薄壳现象、磁现象

等等．在物理学科漫长的发展史上，人类已经探索出大多数现象的物理方程，这些方程精确

描述了物体的运动，为我们解释了自然界中各种现象的规律．

然而，仅仅拥有物理方程不足以让我们完全理解这个世界，因为这些方程往往过于复杂

而难以求解，甚至不存在一种数学表达形式来描述它的解；1929 年，英国著名量子物理学
家保罗·狄拉克曾说过，“大部分物理学和整个化学的数学理论所需的基本物理定律是完全

已知的，困难只是这些定律的确切应用导致方程太复杂而无法解决”．1

正是因为绝大多数物理方程难以精确求解，人们开始退而求其次，选择求解一个数值近

似解来大致地理解某一种现象的运动规律．并且，我们往往还要求这个数值近似解能够随

着计算量的增大尽可能逼近真实解．这样，我们就可以将不可解的问题转化为计算量巨大

的近似问题，并交给计算机去做了．于是，物理模拟就这样诞生了．

除了辅助研究物体的运动规律，物理模拟还有着丰富的应用场景．在工程实验上，我们

可以借助计算机模拟飞行器的风洞试验、材料的抗压测试等；在机器人学与具身智能领域，

人们往往会搭建一个物理模拟环境用来测试一个机器人控制算法，从而避免实机测试所造

成的损坏；我们还可以根据气象数据对天气或气候进行建模并模拟，以做出较准确的天气预

报……在图形学中，物理模拟能够帮助我们生成电影、游戏甚至元宇宙中更加真实的动画效

果．为追求更真实的现象、更高的计算效率以及更复杂现象的模拟，已有大量的研究成果被

发表．图17.1展示了一些工作对各种现象的模拟．
接下来，我们将带领读者模拟两种物理现象：弹簧质点 (第17.1节)和流体现象 (第17.2节)．

对这两种现象我们会分别介绍一种最基础的模拟方法，以便读者了解物理模拟算法的基本

组成与思想．

17.1 弹簧质点系统

17.1.1 物理模型

在模拟一个物理世界之前，我们首先需要理解它的物理原理，而在仿真当中，我们最关

心的就是物体的运动情况．对于日常生活中宏观低速的物体，其运动规律就是我们所熟知

的牛顿第二定律——力是物体改变运动状态的原因．对于一个质量为 m 的质点，假设其位

置向量 x，受力 f，则它的运动学方程为：

f = mẍ (17.1)
1https://zhuanlan.zhihu.com/p/407366845
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(a) 刚体模拟 (b) 弹性体模拟

(c) 布料模拟 (d) 烟雾模拟

(e) 磁流体模拟 (f) 流体表面现象模拟

图 17.1: 各种物理现象的模拟
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图 17.2: 单一粒子运动的例子

这里，我们常用 ẋ 和 ẍ 表示位置对时间求一阶导和二阶导得到的梯度向量 (有时也分别记
为 v和 a)，即速度和加速度．我们关心的物体的受力 f可以是这个世界上具有的任何力，包
括重力、弹性力、浮力、表面张力、磁力等等．

我们考虑一个最简单的例子：粒子以一定初速度被抛出，在重力作用下运动直至落地．

由于粒子的运动轨迹一定在一个平面内，我们设 x 轴正方向为粒子的水平运动方向，y 轴

正方向为竖直朝上 (如图17.2所示)，原点在粒子初始位置的正下方；另外设粒子初始高度为
H，初始速度大小为 v0，方向与 x 轴夹角为 θ．这个粒子的运动十分简单，它只受到一个

向下重力，即

f =
[

0

−mg

]
(17.2)

其中 m 为粒子的质量．根据式17.1可得粒子的加速度

ẍ =

[
0

−g

]
(17.3)

粒子的速度可由初速度加上加速度的时间积分得到：

ẋ =

[
v0 cos θ
v0 sin θ

]
+

∫ t

0

ẍdτ =

[
v0 cos θ

v0 sin θ − gt

]
(17.4)

粒子的位置同样可以由初始位置加上速度的时间积分得到：

x =

[
0

H

]
+

∫ t

0

ẋdτ =

[
(v0 cos θ)t

H + (v0 sin θ)t− 1
2
gt2

]
(17.5)

17.1.2 物理模拟

对上一节的例子，我们已经完全了解了粒子的全部运动，但是这个例子实在过于简单

——整个场景中只有一个粒子，并且只受一个力——以至于它难以代表一般性的情况．在一

般的物理模拟场景中，一块连续的材料 (如一个弹性体、一单位体积的流体或是一片布料)
包含无穷多粒子，并且往往会存在多个外力以及粒子之间的十分复杂的内力．这个时候，系

统往往不再存在解析解，所以我们就退而求其次，寻求一个尽可能接近物理真实情况的数值

解．物理模拟 (或物理仿真) 就是寻求数值解的过程．
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为了进行物理模拟，我们首先要做的是将一个在空间上连续的物体进行空间离散化，设

计适当的数据结构以存储它的拓扑结构及运动状态．然后根据它所遵循的运动规律 (运动学
方程)，在给定初始状态的前提下，对它的运动进行步进求解．这个过程大致如图17.3所示，
我们将依次介绍它的三个组成，即空间离散化、时间离散化、数值求解．

Spatial 
Discretization

Temporal 
Discretization

Numerical 
Solver

图 17.3: 物理仿真的过程

17.1.3 空间离散化

质点具有质量，会因力的作用改变运动状态，但没有空间体积和形状，是物理学中的一

种理想化模型．单个质点的状态是由它的位置和速度确定的．而为了在已知状态的基础上

模拟出质点的运动过程，我们还需要通过受力和质量计算出它的加速度．进一步地，一个由

多个质点组成的质点系统，其数据结构可以简单地设计成一个质点的列表，如图17.4所示．
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Particle System

图 17.4: 质点系统的组成2

另外，弹簧质点系统的能量由忽略质量的弹簧提供，为了简便，我们可以额外假设弹簧

无阻尼，即弹簧的弹力和弹性势能只是两端质点位置的函数，与质点速度和时间无关．一个

三维弹簧的弹性势能，具有以下的特点：

1. 撤去所有外力后弹簧回到原长，即原长对应单根弹簧弹性势能的最小值点；
2. 刚性运动 (平移、旋转) 不改变弹性势能；
3. 弹性势能只依赖于所连接质点的位置 (对于无阻尼弹簧)．
对于一根连接质点 i, j 的弹簧，设其原长为 lij，劲度系数为 kij，前面已经提到两质点

的位置分别为 xi, xj，取其弹性势能为：

Eij =
1

2
kij (∥xj − xi∥ − lij)

2 (17.6)

2Online Siggraph ’97 Course notes

https://www.cs.cmu.edu/~baraff/sigcourse/
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对 Eij 关于 xi 求负梯度可得 i 受该弹簧的弹力 fij，同理关于 xj 求负梯度可得 fji，fij , fji
的表达式如下：

fij = −∇iEij = kij (∥xj − xi∥ − lij)
xj − xi

∥xj − xi∥
= kij (∥xj − xi∥ − lij) nij

fji = −∇jEij = −fij
(17.7)

其中 nij 为从质点 i 指向 j 方向的单位向量．

由此我们可以得到一个质点 i 所受的合力：

fi =
∑

j∈N(i)

fij + fext
i (17.8)

其中 N(i) 表示所有和 i 之间有弹簧连接的质点的集合；fext
i 表示质点 i 所受的外力，如重

力，外力与位置无关，一般可以提前计算出来，我们在后面就会看到为什么要将外力写成额

外的一项．

17.1.4 时间离散化

物体运动状态随时间连续变化，因此在时间维度上同样需要进行离散化．这意味着对

式17.1的微分方程进行离散化．一般来说，我们在时间区间上均匀采样，物理动画的帧率即
由采样的时间间隔 h (通常也称为时间步长，单位 s，帧率即为时间步长的倒数) 决定．当
已知当前物体的状态 (如质点系统中每个质点的位置和速度)，可以计算出相应的受力情况，
因此可以通过时间积分求出下一采样时刻的物体状态．我们记 t 时刻的位置和速度向量为

x(t), v(t)，并简记第 k 次采样时刻 tk 的位置与速度向量为 xk = x(tk), vk = v(tk)，对于一
个 n个质点组成的质点系统而言，分别为 n个质点的位置和速度的堆叠向量，xk, vk ∈ R3n，

即：

xk =


x1(tk)

x2(tk)
...

xn(tk)



ẋk = vk =


v1(tk)

v2(tk)
...

vn(tk)



(17.9)

递进一个时间步意味着物体状态从 tk 时刻到 tk+1 时刻的更新，具体来说，就是基于牛顿第

二定律的离散化表达，计算出下一时刻物体的状态：

xk+1 = xk +

∫ tk+1

tk

v(t) dt

vk+1 = vk + M−1

∫ tk+1

tk

f(t, x(t), v(t)) dt
(17.10)

其中，式17.1中的标量质量 m 需要处理成质量矩阵 M，对于质点系统来说，可以取为对角
矩阵，这也便于并行求解．

因此，给定系统的初始位置 x0 和初始速度 v0，通过上式循环迭代，理论上就可以依次求

出后续每个采样时刻的系统状态，从而得到一段物理动画．故剩下的任务是计算式17.10中
的时间积分，接下来介绍两种典型的计算方法：显式欧拉积分 (Explicit/Forward Euler)
和隐式欧拉积分 (Implicit/Backward Euler)．
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显式欧拉积分

在较为复杂的场景中，式17.10中的积分项可能不存在解析表达，好在积分区间 [tk, tk+1]

比较小，所以我们可以用简单的形式近似这个积分的值．最简单的方式就是用每个时间步

刚开始的值去近似这个时间步内任意时刻的值，于是式17.10转化成：

xk+1 = xk + hvk (17.11)

vk+1 = vk + hM−1f(xk) (17.12)

这就是显示欧拉积分，只需要根据已知的位置和速度状态就可以直接计算出下一时刻的状

态，计算过程十分简便．每个时间步内的计算步骤如下所示：

• 利用当前时刻的位置 xk 使用式17.7计算每个弹簧的力，然后用式17.8计算每个质
点的受力；

• 利用当前时刻速度 vk 使用式17.11更新位置；
• 利用前面算好的每个质点的受力使用式17.12更新速度．
但是，显示时间积分有稳定性差的缺点．我们不妨想象一个质点被一根弹簧吊在天花

板上的情形，如图17.5最左一列所示，假设质点初始时有一个向下的速度，质点在重力和弹
簧拉力的作用下在水平虚线处达到平衡．若时间步很大，那么由于质点具有一定初速度，在

第一个时间步过后质点就会越过平衡位置并且超出很多；那么在下一个时间步开始时弹簧

的拉力会大于重力，导致质点的速度变成向上，且速度大小比初始速度更快，于是经过第二

个时间步之后粒子会冲得更高，以此类推．我们可以很明显注意到这个过程中整个系统的

能量大大地增加了，所以会导致这个粒子运动速度越来越快、运动幅度越来越大，直至冲出

屏幕，或是超出浮点运算范围．

𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑙𝑙0

𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚

图 17.5: 在大时间步下显示时间积分炸掉的例子

当然，解决不稳定的方法是存在的，一个最简单的方法就是减小时间步长．图17.6展示
了在利用显式欧拉积分解微分方程 ẋ = −kx 时，不同时间步长对结果的影响．可以看到在
左侧时间步长很小的情况下能够稳定模拟，但是随着时间步长的加大，结果会变得不准确，

甚至炸掉．减小时间步是一个很有效的解决方法，但是这会大大增加需要模拟的时间步的

数量；并且如果模拟的场景中物体速度越快，时间步长就需要越小才能够稳定，这会极大增

加运算量．想要真正解决稳定性问题，我们还需借助另外一种时间积分格式．
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图 17.6: 显式欧拉积分在不同时间步大小情况下的表现．微分方程 ẋ = −kx 存在解析解
x(t) = ce−kt，其中 c 为任意常数，带入初始条件 x(0) = −1 可得 c = −1．在时间步长足够
小的时候 (最左侧)，可以模拟出 x 随 t 指数衰减至 0 的趋势，但随着时间步长的增大，模
拟结果依次变得不准确、出现震荡、不收敛、指数级发散．

隐式欧拉积分

在隐式欧拉积分中，我们将式17.10转化成：

xk+1 = xk + hvk+1 (17.13)

vk+1 = vk + hM−1f(xk+1) (17.14)

可以看出，它和显式欧拉积分的区别在于，隐式欧拉法选取 tk+1 时刻 (而非 tk 时刻)
的位置和速度来近似整个时间步内的值．

隐式欧拉法中我们无法直接计算 xk+1 和 vk+1，而是需要求解方程组．将式17.14代入
到式17.13中，得到：

xk+1 = xk + hvk + h2M−1f(xk+1) (17.15)

然后我们将 f(xk+1) 分成内力和外力两部分：

f(xk+1) = fint(xk+1) + fext (17.16)

前面已经提到过，fext 与位置无关，可以视为已知量，那么式17.15变为：

xk+1 = (xk + hvk + h2M−1fext) + h2M−1fint(xk+1) (17.17)

等号右边前半部分都是已知量，记 yk = xk + hvk + h2M−1fext，那么我们要求解的是如下所

示的一个关于 xk+1 的方程组：

xk+1 − yk − h2M−1fint(xk+1) = xk+1 − yk + h2M−1 ∂E

∂x (xk+1) = 0 (17.18)

它等价于求解如下的优化问题 (读者可以利用目标函数关于 x 的梯度等于 0 证明等价性)：

xk+1 = arg min
x

1

2h2

∥∥x− yk
∥∥2

M + E(x) (17.19)
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其中 ∥r∥2M = r⊤Mr．这就是说，隐式欧拉积分等价于求解一个能量最小化问题，这个能量
包含惯性项 (inertia) 1

2h2

∥∥x− yk
∥∥2

M 和弹性项 (elasticity) E(x) (还记得式17.6定义的弹性势
能吗？E(x) 就定义为每个弹簧势能之和 E(x) =

∑
(i,j) Eij)，这也就是为什么我们说隐式欧

拉法可以解决稳定性问题——它可以在任意长的时间步下稳定，因为它时刻保证系统的能

量最小化．

所以在很多情况下，我们会采用隐式欧拉法．隐式欧拉法的单步计算代价较高，但是允

许更大的时间步长，这反而提高了仿真的效率，并且极大地改善了系统的稳定性．二者对比

的一个实例可参见图17.7．

˙ , ( )x x x= − =0 1

h

x

Correct Solution:

Implicit Euler Step:

Explicit Euler Step:

x h e hk= −( )

x(( )h hk= −1

( )x h
hk

=
+
1

1

图 17.7: 显式欧拉积分与隐式欧拉积分的单步对比．对于微分方程 ẋ = −kx，考察分别按
照显式欧拉法和隐式欧拉法递进时间步长为 h 的一步后与准确解之间的差距．以 x(0) = 1

为初始状态，取系数 k = 1，可作出图像．可以看到，当时间步长较大，显式欧拉法的误差

将快速增长并因此容易导致仿真崩溃，而隐式欧拉法则允许更大的时间步长，因此具有较好

的稳定性．3

17.1.5 数值求解

接下来我们尝试对隐式欧拉积分中的方程组进行求解，设需要最小化的目标能量函数

为 g(x) = 1
2h2

∥∥x− yk
∥∥2

M + E(x)．一个经典方法是牛顿法，它是一个基于迭代的优化算法，
其思想是每轮迭代都用二次函数逼近目标函数，并在该轮迭代中找到二次函数的最小值作

为新的尝试解．迭代算法会依次求解出一个尝试序列 {xi}m−1
i=0 ，其中 xi 表示第 i 轮迭代的

尝试解，每一轮迭代算法会从 xi 计算下一轮 xi+1，一般来讲序列 {xi} 会收敛到一个稳定
解，最后我们把这个稳定解作为全局最小值点的近似 (当然对于很复杂的优化问题，我们可
能只能找到一个局部极小值点，甚至无法让算法收敛)．如何选取一个最好的二次函数呢？
我们可以对目标函数在当前尝试解 xi 处进行二阶泰勒展开：

g(x) = g(xi) +∇g(xi) · (x− xi) +
1

2
(x− xi)

⊤Hg(xi)(x− xi) +O(∥x− xi∥3) (17.20)

3Online Siggraph ’97 Course notes

https://www.cs.cmu.edu/~baraff/sigcourse/
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这里我们把梯度写成列向量 ∇g(xi) =


∂g(xi)
∂x

∂g(xi)
∂y

∂g(xi)
∂z

，Hg(xi) =


∂2g(xi)
∂x2

∂2g(xi)
∂x∂y

∂2g(xi)
∂x∂z

∂2g(xi)
∂x∂y

∂2g(xi)
∂y2

∂2g(xi)
∂y∂z

∂2g(xi)
∂x∂z

∂2g(xi)
∂y∂z

∂2g(xi)
∂z2

 是 g

的海瑟矩阵 (Hessian Matrix)．我们忽略三阶小量 O(∥x − xi∥3)，就得到了一个用于近似
g(x) 的二次函数 (请注意，这个近似仅仅是对 g(x) 在 xi 附近的近似，当 x 太远的时候三
阶“小”量将不能忽略！)，下一轮迭代的尝试解 xi+1 取这个二次函数的极小值，通过对

式17.20两边求梯度，再代入 xi+1 可得

∇g(xi+1) ≈ ∇g(xi) + Hg(xi)(xi+1 − xi) = 0 (17.21)

依此求得下一轮的尝试解：

xi+1 = xi −H−1
g (xi)∇g(xi) (17.22)

牛顿法相比于普通的梯度下降法 (Gradient Descent) 能做到更快的收敛．而它的缺点在于，
每步迭代中需要求解 Hg 矩阵的逆，计算代价较大，且一般要求 Hg 为正定矩阵，否则方程

可能无解 (牛顿法一般用于解凸优化问题) 或解不出正确下降方向．
在此基础上还有拟牛顿法 (Quasi-Newton method)、BFGS 拟牛顿法等．为了避免海瑟

矩阵的计算和存储，共轭梯度法 (Conjugated Gradient) 也是常用的优化方法之一．更多的
优化算法这里不再赘述．

对于本节中的弹簧质点系统，g(x)性质足够好，我们认为只需要进行一步牛顿迭代即可
求得最小值点 (这里是一个简化的假设，事实上 g(x) 不是凸函数)．我们只需要将式17.22中
的 xi 和 xi+1 分别替换成 xk 和 xk+1 即可．所以我们需要解如下关于 xk+1 − xk 的方程组，

随后即可计算出 xk+1 和 vk+1：

Hg(xk)(xk+1 − xk) = −∇g(xk) (17.23)

现在我们来计算 ∇g(xk) 和 Hg(xk)，由 g(x) 的定义得

∇g(xk) =
1

h2
M(xk − yk) +∇E(xk)

Hg(xk) =
1

h2
M + H(xk)

(17.24)

其中 H(xk) 是弹性势能 E(x) 的海瑟矩阵．我们在式17.7中已经写出了对于一根弹簧的能量
Eij 关于一个质点 i 的梯度 ∇iEij(xk) 的表达式，那么总能量对质点 i 的梯度

∇iE(xk) =
∑
j

∇iEij(xk) (17.25)

总能量关于所有质点位置的梯度就是将关于每个质点的梯度拼接起来 (假设总共有 n 个质

点)：

∇E(xk) =


∇1E(xk)

...
∇nE(xk)

 (17.26)
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同样地，我们考虑一个弹簧 (i, j) 关于质点 i 的海瑟矩阵，即对式17.7两边求梯度，得到

He :=
∂2Eij(xk)

∂x2
i

= kij
(xi − xj)(xi − xj)

⊤

∥xi − xj∥2
+ kij

(
1− lij
∥xi − xj∥

)(
I− (xi − xj)(xi − xj)

⊤

∥xi − xj∥2

)
∂2Eij(xk)

∂xi∂xj

= −He

∂2Eij(xk)

∂x2
j

= He

(17.27)
那么这个弹簧关于所有质点坐标的海瑟矩阵可以写成如下形式：

Hij(xk) =



...
...

· · · He · · · −He · · ·
...

...
· · · −He · · · He · · ·

...
...


(17.28)

将 Hij(xk) 划分成 n× n 个 3× 3 的块，则第 i 行第 i 列与第 j 行第 j 列的块为 He，而第

i 行第 j 列与第 j 行第 i 列的块为 −He，其余块均为零矩阵．总能量的海瑟矩阵即为所有

弹簧海瑟矩阵之和：

H(xk) =
∑
(i,j)

Hij(xk) (17.29)

最后，我们将式17.26,17.29代入到式17.24中计算∇g(xk)和 Hg(xk)，然后即可求解方程17.23．

17.1.6 更多弹性体的离散格式

tetrahedron mass

spring

图 17.8: 三维弹性体的四面体元表示及弹簧质点表示

弹簧质点系统具有广泛而重要的应用，如头发、布料、软体的模拟，但这并不是唯一的

模拟弹性体的离散格式．如图17.8中所示，对于连续介质固体，我们可以用紧密的四面体元
(左) 或者以弹簧相连的质点系统 (右)，在这两种格式中我们分别将相关信息存储在体元和
质点上．
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另一种比弹簧质点更加符合物理真实情况的离散格式叫做有限元法 (Finite Element
Method, FEM)，它的空间离散形式就是将一个连续弹性体分成许多小体积元 (例如，将一
维物体分成许多线段，二维物体分成三角形或四边形网格，三维物体分成四面体或立方体

网格)．相对于弹簧质点系统中利用弹簧的长度变化来表示形变，FEM 方法使用形变梯度
(deformation gradient) 来刻画物体的形变，其弹性势能则是关于形变梯度的一个函数：

Ψ(F) = µ∥F∥2F +
λ

2
Tr2(F) (17.30)

其中 F 即为形变梯度，是一个二阶张量，可以视为一个矩阵，∥·∥F 表示矩阵的 Frobenius
范数，Tr(·) 表示矩阵的迹．而牛顿第二定律在 FEM 方法下体现为下式：

ρẍ = ∇σ + fext (17.31)

其中 ρ 为弹性体的密度，此处的弹性力由应力张量 (stress tensor) σ 算得．

17.2 流体模拟

接下来我们要进入到另外一个领域——流体模拟．在视觉上，它和弹簧质点系统有很大

的差别，但同样作为物理模拟，我们仍然可以从它的物理模型、时空离散化、数值求解这几

个角度入手．

17.2.1 物理模型

在了解流体的动力学方程之前，我们首先需要知道如何刻画一个正在运动的流体系统．

我们可以借助“场”的概念，用速度场 v(x) 来表示流体的速度在空间中的分布——事实上
这样就足够了，如果我们知道每个时刻的速度场 v(x, t)，以及初始时流体的分布情况，就
可以唯一地还原出流体的完整运动情况，因为对于初始时流体中的任何一点，都可以借助

v(x, t)唯一还原出它随流体运动的完整轨迹．但是为了方便计算流体运动状态的改变，我们
还需要表示出流体的其他物理量，具体来讲，用标量场 ρ(x, t)表示流体的密度分布，用标量
场 p(x, t) 表示流体的压强分布．在后续的式子中，我们将省略场的位置和时间参数 (x, t)．

NS 方程

与弹簧质点系统一样，流体所遵循的最基本的运动学方程仍然是牛顿第二定律 f = mẍ，
只是流体内部的力要更为复杂一些，所以方程会变得稍微复杂一点：

ρ
Dv
Dt

= −∇p+ ρg + µ∇2v (17.32)

这就是著名的 NS 方程 (Navier-Stokes Equations)．
为了看懂这个方程，我们首先取某一时刻流体中的一个点，由于体积无穷小，所以质量

也是无穷小的，那么现在有意义的物理量就是密度 ρ (即单位体积内的质量)，它取代了牛顿
第二定律中的 m；Dv

Dt
是速度的随体导数 (material derivative)，它的含义是，假设我们在流

体中选取的点是随着流体一起运动的，那么这个点在当前时刻的速度的导数——这完美地

对应了牛顿第二定律中的加速度．总而言之，NS 方程等号左边的部分 ρDv
Dt
对应于牛顿第二

定律中的 mẍ，它的意义是“单位体积内流体的质量乘以加速度”．
接下来再依次分析等号右边的每一项．在中学我们就知道压强 p 的定义是“单位面积

内受压力大小”，那么 −∇p 可以理解为“单位距离上的压强差”，也就是“单位体积内所受
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压力”，由于压力是从高压强处指向低压强处，所以要带上负号．g 是外力 (包括重力等) 提
供的加速度，所以 ρg 就是单位体积内流体所受的外力．µ∇2v 是粘性项，流体的粘性阻止
流体产生形变，所以与速度的拉普拉斯成正比，在一般的流体模拟中会直接忽略这一项．将

这些加到一起，我们就能够知道等号右边的含义就是“单位体积内流体所受的力”，这个力

由压强、重力和粘性提供，对应于牛顿第二定律中的 f．

描述流体的两种视角

(a) 欧拉视角 (b) 拉格朗日视角

图 17.9: 欧拉视角与拉格朗日视角对比

前面我们遇到的 NS 方程是以欧拉视角来描述流体的运动的，欧拉视角是指将流体的
所有物理量看成空间上的一个场，然后描述这个场随时间的变化．这好比在水中插有无限

多的木桩 (如图17.9a所示)，每个木桩上装有检测水的流速、密度、压强等的传感器，我们
描述的是所有传感器上的数值变化．

另一种描述流体的视角叫做拉格朗日视角，它将流体看成由无限多个质元组成，流体

的运动就是每个质元的运动，我们关注的是所有的质元在每个时刻的位置、速度等物理量．

这好比在水上放有无穷多个随波逐流的小船 (如图17.9b所示)，在船上安放检测水各种物理
量的传感器，并描述它们的数值变化．

借助这个概念我们可以更加深刻地理解随体导数 Dv
Dt
的含义，它可以看做是随波逐流的

小船的加速度，这个导数又称为拉格朗日导数 (Lagrangian derivative)．我们也可以将其用
欧拉导数 (Eulerian derivative) 来表示，假设我们关注流体中某一个点的运动，这个点的运
动轨迹为 x(t)，则它的速度随时间变化可以表示为函数 v(x(t), t)，那么随体导数就是对这
个函数关于时间求全微分：

Dv
Dt

=
dv(x(t), t)

dt =
∂v
∂t

+
dx
dt · ∇v =

∂v
∂t

+ v · ∇v (17.33)

由此可见，欧拉视角和拉格朗日视角下描述的流体动力学方程是等价的，即便 NS 方程
是一个欧拉视角下的方程，我们完全可以用拉格朗日视角的方法去模拟．

不可压性质

要想模拟出真实的水的效果，仅靠 NS 方程是不够的，因为水还有一个不可压性质，即
任意时刻任意处的体积不变．想要描述这个性质，我们先从物理中的质量守恒方程 (mass
conservation equation) 开始：

∂ρ

∂t
= −∇ · (ρv) (17.34)
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在一般的流体模拟 (包括水、烟雾模拟等) 中，我们都会有一个不可压的假设，即密度恒定，
ρ 在各处、任意时刻都为常数．在这样的假设下，式17.34就变成：

∇ · v = 0 (17.35)

即速度场无散．结合高斯公式，我们可以发现，流体速度场无散说明，在流体内部任取一个

由有限块光华双侧曲面围成的有界闭区域，则流进该区域的流量和流出的流量相等，即该区

域内流体体积守恒．

那么在物理上，流体的不可压性质是如何实现的呢？还记得 NS 方程 (式17.33) 中的压
强项 −∇p 吗，没错，压强就是用来维持流体的不可压性质的．接下来我们模拟的基本流程
就是：先按照速度场进行对流，然后加上外力项，最后我们要计算合适的压强分布使得在压

强的作用下速度能重新变成一个 (近似的) 无散场．

17.2.2 空间离散化

对于流体，我们同样可以用粒子系统来进行空间离散化，这样，就是在用拉格朗日视角

进行模拟，所以这种离散化方法属于拉格朗日方法．这里我们介绍一种最简单的粒子法——

光滑粒子流体动力学 (Smoothed Particles Hydrodynamics, SPH)．
在 SPH 中，我们可以认为每一个粒子代表一小部分流体，但是要注意每个粒子所代表

的流体质量是恒定的．我们在每个粒子上存储它的质量 mi、位置 xi 和速度 vi (下标表示粒
子的编号)，下一步的工作就是估计出流体的密度场．

核函数

在估计密度场之前，我们首先介绍一个概念——核函数 (Kernel Functions)，这个概念
贯穿了整个 SPH 方法．不仅仅是密度场，其他许多物理量都需要用核函数来估计．

SPH 的一大优点已经体现在它的名字当中——光滑，之所以称为“光滑粒子”，就是因
为采用它的离散格式所近似出来的场是光滑的．如果想要用一群均匀采样的粒子离散一个

标量场，最直接的想法便是在每个粒子的位置上采样，对于不在粒子上的点，用离它最近的

粒子上的值来近似——这个方法的一个致命缺点就是它不连续，每个粒子都对应于一个区

域，区域内任一点到它最近，在这个区域的边界上就会有数值的跳变 (因为“最近粒子”变
成了另一个)，在流体模拟中这会带来很不自然的模拟效果．既然每个位置上的取值只依赖
于一个粒子会带来不连续性，那么为了“平滑”这种不连续性，我们可以让取值依赖于附近

的多个粒子，并且可以很自然地想到，离得越远的粒子权重越低，这样在我们连续移动取值

点时，离得远的粒子的进出就不会带来太多数值变化，从而就可以实现连续了．

SPH 的核函数采用的正是这一思想，它一般是一个定义在球形邻域上的非负函数，并
且越靠近邻域的边界值越接近 0，如图17.10所示．核函数正是为了给邻居粒子上的值加权，
为了保证乘上权重之后不会导致数值被无故地放大或缩小，一般核函数 W 的选取要满足∫
W (∥x∥) dx = 1．

一个常用的核函数表达式如下 (我们称之为 poly6 核)：

Wpoly6(r) = α

(h2 − r2)3 0 ≤ r ≤ h

0 otherwise
(17.36)

4维基百科

https://en.wikipedia.org/wiki/Smoothed-particle_hydrodynamics
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图 17.10: 核函数4

其中 α 在二维情况下取 4
πh8，三维情况下取

316
64πh9；h 称为核半径，在核半径以外的地方核

函数取值为 0．

密度场与压强场

有了核函数之后，我们就可以通过粒子的位置和质量来估计出密度场：

ρ(x) =
∑
i

miW (∥x− xi∥) (17.37)

类似地，我们通过以下式子估算压强场和压强的梯度：

p(x) =
∑
i

pi
mi

ρi
W (∥x− xi∥) (17.38)

∇p(x) =
∑
i

pi
mi

ρi
∇W (∥x− xi∥) (17.39)

其中，

pi = k(ρi − ρ0)
γ (17.40)

这里 k, γ 均为常数，ρ0 为流体的静止密度．pi 表示粒子 i 处的压强大小，它随粒子密度 ρi

增加而增加，那么 NS 方程中的压强项 −∇p 就会将粒子从密度高的地方推向密度低的地
方，以维持一个近似不可压的状态．

注意到式17.40被称为状态方程法 (Equation of State, EOS)，这样计算出来的压强不能
够维持一个严格的无散速度场，所以模拟出来的流体实际上是弱可压 (weakly compressible)
流体．当然，我们可以通过调节 k 和 γ 来调整流体有多不可压．

另外，我们还可以用下式替换式17.39来求压强梯度：

∇p(xi) = ρi
∑
j

mj

(
pi
ρ2i

+
pj
ρ2j

)
∇iW (∥xj − xi∥) (17.41)

这个式子的好处在于任意两个粒子给对方的压力恰好大小相等、方向相反，从而能够保证

整个系统的动量守恒．

17.2.3 SPH 算法流程

总结一下，我们可以得出在流体模拟中，每个时间步需要执行的步骤：
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• 用粒子受到的外力更新速度 vi ← vi + ∆tmig，然后用速度更新粒子位置 xi ←
xi +∆tvi；

• 用式17.37计算每个粒子处的密度 ρi = ρ(xi)；

• 用式17.40计算每个粒子处的压强；
• 用式17.39或式17.41计算压强梯度 ∇p(xi)，从而得到每个粒子受到的压力 fi =

mi

ρi
∇p(xi)；

• 用压力更新粒子速度和位置 vi ← vi +∆tfi, xi ← xi + (∆t)2fi．

17.2.4 更多流体模拟算法

我们当然也可以用欧拉视角进行流体模拟，这种方法往往将流体所在的空间离散化为

网格，将物理量 (如压强场、速度场等) 存储在网格的中心或面上，并在网格上将 NS 方程
转换为线性方程组进行求解，如图17.11所示．

图 17.11: 网格法5

此外，还有结合拉格朗日视角和欧拉视角的方法，这类方法旨在保留二者的优点——拉

格朗日法擅长对流，欧拉视角擅长保持流体的不可压性质．这类方法往往需要同时维护粒

子和网格两套数据结构，典型的例子有 PIC(particle-in-cell)、APIC(affine particle-in-cell)、
MPM(material point method) 等．

5Stable Fluids

https://dl.acm.org/doi/pdf/10.1145/311535.311548
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